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Riassunto. Abbiamo considerato spazi di Morrey L?:* opportunamente costruiti 
per lo studio di equazioni differenziali del tipo seguente : 


mo N 
) ai,j(1,t)Ox; 2; + *. bi, jc:0z;u— u= f, 
i,j=1 i,j=1 


con r ERN ed 1 < mo < N. I nostri principali risultati sono una stima a priori 
interna del tipo 
WOz;z;ullzea S cllfilzoa 


per ogni p €]l,c0[, per î,j = 1,... ,Mo e per A €]J0,Q + 2[ (Q + 2 è la dimen- 
sione omogenea dello spazio) ed un teorema di immersione per spazi di Sobolev- 
Morrey, che estendono al nostro contesto i risultati di Campanato e Stampacchia. 
Come diretta conseguenza dei precedenti risultati si ottengono teoremi di regolarità 
hélderiana per la funzione u. 

Le stime a priori sono state dimostrate supponendo che i coefficienti a;,j ap- 
partengano ad una opportuna classe VMO, utilizzando le tecniche introdotte da Di 
Fazio e Ragusa in [5], per gli operatori ellittici in forma di non divergenza. 


Abstract. We consider the Morrey space LP suitably introduced in order to 
study the following second order differential equation 3 


mo ° N 5 
LD a;,j(1,t)Ox;,r;v+ > bi ;ridzj;u- Gu= f, 
ig=1 i,j=1 


where x ERN and 1 < mo < N. Our main results are an a priori interior estimate 
like 
- loc; e; lena < cIIfI[L»A 


for any p €]l, c0[, for î,j = 1,... ,mo and for À €]0,Q+2[(Q+2 is the homogeneous 
dimension of the space) and an imbedding theorem for Sobolev-Morrey spaces, 
which extends to our setting the results by Campanato and Stampacchia. As a 
direct consequence of the above results it follows the Holder continuity of u. 

We prove the a priori estimates under a suitable VMO assumption on the coef- 
ficients a;,;, by using the technique introduced by Di Fazio and Ragusa in [5], for 
the elliptic operators in non-divergence form. 
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1 Introduzione 


I risultati di questo seminario sono stati ottenuti in collaborazione con la dottoressa 
Maria Alessandra Ragusa, dell’Università di Catania. 

Abbiamo considerato spazi di Sobolev-Morrey relativi ad operatori del tipo se- 
guente 


mo N 
Lu= Y a;;;(2)0s;z;0+ O bi,;t:d:,u— du (1.1) 
i,j=1 i,j=1 


dove 2 = (x,t) € RN+,0<mo< N, verificanti la seguente 


IPOTESI H La matrice Ao(z) = (a;.;(2)) è simmetrica ed esiste A > 0 tale 


i,j=1,...,mo 
che 


AT!|E]? < (Ao(2)€, €) < AJéj? 
per ogni z € RN+! e per ogni € € Ro, 
La matrice B = (b 1..v assume la forma 


i3);,j=1,. 
0 B. 0 0 
0 0 BB; 0 
Bel g d fu g |, 
000... B, 
00 0... 0 


dove ogni B; è un blocco mj-1X m; di rango m;, per j = 1,2,...,r, con mo > mi > 
..2m,2ledmo+m,+..+m.=N. 


Supporremo anche che i coefficienti a;j siano misurabili ed appartengano ad un 
opportuno spazio di funzioni a variazione media infinitesima che sarà denotato con 
VMOL e verrà definito precisamente nel terzo paragrafo. 

Abbiamo studiato il problema della regolarità locale delle soluzioni forti del- 
l'equazione differenziale Lu = f. Diremo che u è soluzione forte di Lu = f 
nell’aperto N di RN+! se esiste una costante q > 1 tale che ue le sue derivate 
Oz; Ox;,z;0 ed Ea bi.;r;0,;u — du sono elementi di Lî;c(9) e l'equazione diffe- 
renziale Lu(z) = f(2) è verificata in tutti i punti di O, tranne al più quelli di un 
insieme di misura nulla. Nel seguito useremo la seguente notazione 


N 
Yu= ) di; t:0x;u — du. 


i,3=1 


L’articolo [10], in collaborazione con Lanconelli, è il primo lavoro di uno studio 
sistematico degli operatori (1.1) e riguarda il caso in cui i coefficienti a;j di L 
sono costanti. Tra i risultati di [10] ricordiamo che operatori di questo tipo sono 
invarianti rispetto alle seguenti strutture di gruppo. 
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DEFINIZIONE 1.1 Per ogni (x,t), (é,7) € RV+! poniamo 


(x,t)o (E&,7)=(EÉ+E(7)c,t+7), E(t)= exp(—tB7) 


D(A) = diag(AlmorA” Im.» bolle 
dove Im; è la matrice identità m; x m;. Diremo che (RN+!, 0) è il “gruppo di 
traslazioni associato ad L” e che (D(A), È lies è il “gruppo di dilatazioni associato 
ad L”. Nel seguito chiameremo “dimensione omogenea” di RN+! il numero naturale 
Q+2, dove 
Q=mo+3m+...+(2r+1)m,. 


Osserviamo che lo zero del gruppo di traslazioni (RN+!, 0) è (0,0) e che (x,t)} = 
(-E(-t)x,t). 

Nei successivi miei lavori [14], [15], [16] e nel lavoro di Manfredini [12] sono 
stati studiati gli operatori (1.1), verificanti l’Ipotesi H, sotto una opportuna condi- 
zione di regolarità hélderiana sui coefficienti a;;, definita in termini della seguente 
quasidistanza. 


DEFINIZIONE 1.2 Siano a1,... ,@N gli interi positivi tali che 
D(A) = diag(A°,... O sana 


Poniamo ||z|| = 0 per 2 = 0 mentre, se z € RN+! \ {0}, definiamo ||z||= 0, ove 0 è 
l’unica soluzione positiva dell’equazione 


2 2 2 2 
"RA 
gii t pes Apr don Li rai 1. 

Associamo a questa norma la seguente “quasidistanza” d(z,w) = ||w7! o 2|| ed 


indichiamo con B,(2) la d-sfera di centro 2 e raggio r. 


‘Osserviamo che una semplice verifica mostra che l’applicazione 2 + ||z]| gode 
delle seguenti proprietà 


z| < cillz] per ogni 2 € per (1.2) 


Ilz:o ci < c2(Ilzl+1ICI) perogni 2,6 e R"*, (1.3) 


dove le costanti ci e cz dipendono solo dalla matrice B. 

Inoltre la misura di Lebesgue è invariante rispetto alle strutture di gruppo sopra 
introdotte, in quanto det E(t) = e"? = 1. Notiamo anche che, essendo det D(A) = 
X®, risulta 


mis(B,(0)) = r°*mis(B.(0)), 
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dove mis(8:(0)) = ww è la misura della sfera unitaria euclidea di RN+1, 


L’ipotesi di regolarità formulata sui coefficienti ai; in [14], [15], [16] e [12] è la 
loro B-hòlderianità uniforme, ossia la richiesta che esistano due costanti positive 
a, M, con a < 1, tali che |a;;(z) — ai,;(6)] < M|[C 0 2||®. Sotto questa ipotesi, in 
[14], [15] e [16] si dimostra l’esistenza di una soluzione fondamentale per l’operatore 
L, con precise stime locali e globali, risultati di unicità per il problema di Cauchy; 
in [12] vengono provate stime di Schauder e risultati di esistenza per il problema di 
Dirichlet. 

Per quanto riguarda la regolarità delle soluzioni di equazioni differenziali con 
coefficienti discontinui ricordiamo il lavoro [4] di Chiarenza, Frasca e Longo. In [4] 
si dimostra che se f € LP_, con 1 < p < 00, ed i coefficienti a;; sono funzioni di 
classe VMO, allora la soluzione u dell’equazione per G;jOrx;,e;u = f appartiene a 
Wer. 

I risultati di Chiarenza, Frasca e Longo sono stati successivamente estesi da Di 
Fazio e Ragusa agli spazi di Morrey, in [5] e in [6], ancora nel contesto delle equazioni 
differenziali ellittiche. Dai risultati di [5] e [6] e da quelli provati da Campanato in [3] 
e da Stampacchia in [18] seguono immediatamente teoremi di regolarità hélderiana 
per le soluzioni e per le loro derivate prime. . 

Le stesse tecniche introdotte in [4] sono state utilizzatre da Bramanti, Cerutti e 
Manfredini in [1] per gli operatori L definiti in (1.1), soddisfacenti l’Ipotesi H. Nel 
lavoro [1] viene definito lo spazio di funzioni VMOz, opportunamente modellato 
sulle strutture di gruppo della Definizione 1.1. Quindi, nell’ipotesi che i coefficienti 
ai,j siano in tale spazio, vengono dimostrate stime a priori in LP? per le derivate 
Isi,2;U (i,j=1,...,mo) e Yu in termini della norma di Lu. 

Lo scopo del presente lavoro è quello di estendere i risultati di Di Fazio e Ragusa 
[6] agli operatori (1.1). A tal fine è naturale definire i seguenti spazi di Morrey e 
di Sobolev-Morrey, che verranno indicati con IPÒ(L,9) ed SPA(L,O) (rispettiva- 
mente) per sottolineare la loro dipendenza dall’operatore L. 


DEFINIZIONE 1.3 Sia Q un aperto di RNH p €], c0[ e A € [0,Q + 2]. Definiamo 
IPÀ(L,Q)={f € I£(0): [filza zo < 00}, 


dove ; 


blade ( Ri | fu)". 


r>0,z69 1° ANB,(2) 


DEFINIZIONE 1.4 Sia O un aperto di RN+1 p E]l,co[ e A € [0,Q+ 2]. Indichiamo 
con SPÀ(L,0) l'insieme delle funzioni f € LP*(L,Q) che hanno le derivate deboli 
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Os;f Oxs f edYfE LPA(L,9), per j,kK= 1,... mo. La norma in questo spazio è 


mo 
isso = + LA + 
j=1 
1 


mo 
Slan +): 


jk=1 


Vogliamo sottolineare il fatto che per ottenere la regolarità holderiana delle 
soluzioni di Lu = f e delle loro derivate prime, è stato necessario estendere i risultati 
di Campanato e di Stampacchia agli spazi di funzioni sopra definiti. Ricordiamo 
che spazi di Sobolev-Morrey di questo tipo sono stati considerati da Lu in [11] per 
lo studio di operatori di tipo Hòrmander della forma L = Fatti X}. Tuttavia qui 
abbiamo utilizzato una tecnica diversa da quella di Campanato, Stampacchia e di 
Lu, in quanto quest’ultima si basa su una disuguaglianza di tipo Poincaré (si veda 
il lavoro di Jerison [9] per gli operatori di Hòrmander) mentre, essendo i nostri 
spazi di funzioni anisotropi, nel nostro contesto una disuguaglianza di Poincaré non 
sembra valere. 


Il presente seminario è organizzato come segue. 

Nel paragrafo 2 dimostriamo teoremi di immersione per spazi di Sobolev-Morrey. 

Nel paragrafo 3 estendiamo agli spazi di Morrey le stime a priori in LP dimostrate 
in [1]. i 

Il paragrafo 4 contiene la prova dei seguenti Teoremi (1.5) e (1.6), che sono il 
principale risultato di questo seminario. Rimandiamo al paragrafo 3 per la precisa 


definizione di VMOr. 


TEOREMA 1.5 Sia 0 un aperto limitato di RN+! e sia u soluzione forte in Q del- 
l’equazione 


mo N 
LD ai,j(2)dx;,2;U + bp» bi,;1;0x;0 — qu= E; 
i;g=1 i,jg=1 


Supponiamo che l’operatore L verifichi l’Ipotesi H, che a;; € VMOL per i,j = 
1,...,mo e che u € LP(Q), f € L?A(B,Q), con p €]l,oo[ e A €]0,Q + 2[. Allora, 
per ogni î,j = 1,... ,mo risulta dx;,z;u € IP>(B,9), Yu € Li:(B,0) e per ogni 


aperto N' CC I esiste una costante positiva ci, che dipende solo da p,A,Q,0 e 
dall’operatore L, tale che 


Bz; u; L(B, 0] < call fi L?*(B, DI + [lu L°(0)]I; 


(1.4) 
Yu; L?A(B, M)]| < call f; L?°(8, DIL + Il; 2°(0)]I, 


per i,j = l,... Mo. 
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TEOREMA 1.6 Sia Q un aperto limitato di RN+ e sia u soluzione forte in © del- 
l’equazione 


Mo 


N 
}» Qi,j(2)Ox;,2;U + > bi .j1:0x;u — d;u = f. 


i,j=1 i,j=1 
Supponiamo che l’operatore L verifichi l’Ipotesi H, che dij € VMOrL per i,j = 
l,...,mo e cheue IP(Q), fe LPÀ(B, 9), con p €]1, c0[ e A €]0,Q+2[. 
Allora, se 2p+\>Q+2, poniamo a = min f1, dp(042) | e si ha che per 


ogni aperto I' CCL esiste una costante positiva cz, che dipende solo da p, À, 9,0 
e dall’operatore L, tale che 


lu(2) — u(6)] 


[GICZIIO 


S cz (Ilf;L?*(B, 9) + lu; L?A(9)]), 


per ogni z,( € Q',z#(. 

Inoltre, sep+A>Q+2, poniamo ds Più-(042) e si ha che per ogni aperto 
N' CC I esiste una costante positiva €3, che dipende solo da p,\,, N e dall’ope- 
ratore L, tale che ur 


|0z;u(2) = dz; u(6)| 


ieiozi  S® (IL; Z2*(B, 9) + lu; Z?A(9)]I), 


per ogni 2,6 €024 ej=1,...,mo. 


2 Teoremi di immersione per spazi di Sobolev- 
Morrey 
In questo paragrafo dimostriamo teoremi di immersione per gli spazi di Sobolev- 


Morrey. Nel seguito indicheremo con C'°(L,9) lo spazio delle funzioni B-hélderiane 
di esponente a su Q. 


TEOREMA 2.1 Sia u € SPA(L,RN#!), con p €]l, c0[ e A € [0,Q +21. 


1) SeX+2p<Q+2, allora u € L**(L,RN4#1), con i=l_ pa eh= Sn; 


2) se X+2p > Q+2 ep+A < Q+2, allora u € C"L,RNH), cony = 2P+X-(042), 
cel dMQ+2) e 


3) se A+p<Q+?2, allora 0,;u € L"(L,RN+), con 1 = vl = HI 


J=1,...;Moj 


1 
P 


4) se A+p > Q+2, allora dxju € C*(L,RNH+), con $ = P+A-(042) ej= 


Liesa Mo. 
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Inoltre le inclusioni tra spazi sopra indicate sono immersioni continue. 


OSSERVAZIONE 2.2 Se Q C RN+ allora LPA(L, 0) è immerso con continuità in 
ogni LP" (L,9), con p<peXN <EX+(Q+2) (i = E). 


Enunciamo ora un’immediata conseguenza del Teorema 2.1, che useremo in se- 
guito. 


COROLLARIO 2.3 Sia u € SP*#(L,Q). Sep+2p<Q+2, allora u € LP:#+22(L,0); 
se 1+p<Q+2 allora d,;u € LP*tP(L,Q), perj=1,... , Mo. 


AI fine di provare il Teorema 2.1 dobbiamo richiamare alcuni risultati e di- 
mostrare alcuni lemmi. Consideriamo innanzitutto alcune proprietà dell’operatore 
“congelato” 


mo N 
L= YO di;(0)ds aj + YI bijrida,u — du. (Ly 
gg=1 i;j=1 


Per prima cosa osserviamo che L; appartiene alla classe studiata in [10] e quindi, 
quando è verificata l’Ipotesi H, esso è ipoellittico per ogni € € RN! ed è invariante 
rispetto alle strutture di gruppo della Definizione 1.1. Sottolineamo il fatto che 
i gruppi dipendono solo dalla matrice B, ma non dal punto €. Indicheremo con 
A(z) la matrice N x N che ha i coefficienti a;,;(2) dell’operatore L nelle posizioni 
corrispondenti ad î,j = 1,...,mo e 0 nelle rimanenti posizioni. Vale allora il 
seguente risultato (cfr. [10]). 


PROPOSIZIONE 2.4 Per ogni fissato € € RN+! e per ogni t > 0 la matrice 


t % 
C(60)= f EMAME" (ds 
0 
risulta definita positiva; la soluzione fondamentale di Li, con polo în zero, è 


1 La 
lC; 2,0) = n) NT(dei TAGLIE exp ( al (6,012) (2.2) 


pert>0,I(C;x,t)=0 pert<0. 
La soluzione fondamentale di Li con polo in (é,7) è la traslata a sinistra di 
T(C;-) rispetto al gruppo (RN+1 0): 


T(6; (€,7)7 0 (2,4). (2.3) 
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In seguito utilizzeremo le seguenti notazioni: I; = d,;D e li; = Ox;a;F, per 
î,3=1,... mo. Osserviano esplicitamente che [ è omogenea di grado —Q rispetto 
al gruppo (D(A), A), o» Nelle variabili (7,t) e che, per i,j = 1,.... mo, I; e F';j sono 
omogenee di grado (0 +1) e —(Q +2), rispettivamente. 

Riportiamo infine un teorema di valor medio per le funzioni omogenee, dimo- 
strato in [13], Lemma 5.1 (vedi anche [7], Teorema 1.15) ed un Teorema sulle con- 
voluzioni con nuclei omogenei, la cui prova si può trovare in [19], Remark 8.21 del 
Capitolo I. 


TEOREMA 2.5 Sia a € R e sia K € C!(RN+!\{0}) una funzione omogenea di 
grado @ rispetto al gruppo (DIA) A?) o Allora esistono due costanti c > 0 € 
M > 1 tali che se ||| > M||zoc]|: 


IK(6) — K(2) S elle o c||-|z}?=. 


TEOREMA 2.6 Per ogni a €]0,Q + 2[,p > 1, la funzione g € IP(RN+#1) 


Tr9(2) = J ia 


vs TErT o 2|@Fa 
risulta definita quasi dappertutto, ed esiste c = c(p,a) > 0 tale che 
[Tall < cllgllo, 
ove q verifica la relazione - =1+3% 
Dimostriamo ora alcuni risultati preliminari. 


OSSERVAZIONE 2.7 Osserviamo innanzitutto che S?°(L, RN+1) = SP(L, RN+) (lo 
spazio di Sobolev delle funzioni f € L?(9) tali che 0x;f,dx;.2xf ed Y f sono in LP(0) 
per j,k = 1,...,mo). Inoltre C$° è denso in S?(L,RN+!), per ogni p € [1, co[. 
Infatti, se p € C5°(RN+!) ed fp = 1, possiamo definire un mollificatore ponendo 
per ogni u € S?(L, RN!) 


mele) = ga7 f 0 (DINE 0C)) O (24) 
Risulta wu. € C°(RN+!) u. + uin IP, pere+0e 


dr; (Ue) = (0z;u)., dsi.2; (u.) = (0x,,2;U), ’ Y (ue) = (Yu), ’ 


per î,j = l,... ,mo, come si verifica con un conto diretto. Di conseguenza u. +} U 
in S?(L,RN+), per e + 0. Da questo risultato, con semplici considerazioni, si 
ottiene anche la densità di C9°(RN#!). 
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LEMMA 2.8 Siano I un aperto di RN+, a €]0,Q + 2[, p €]l, co[ e A > 0 tali che 
A+ap<Q+2. Allora, per ogni g € L?*(L,Q), risulta definita quasi dappertutto 


la funzione 
af IO x 
sap 


Tg appartiene allo spazio L®*(L,9), con 3= =? ra cow: L= alta (= 5) ed 


esiste c= c(p,À, a) > 0 tale che 
Taglizen (1,9) < cilglizea o) 


DIMOSTRAZIONE Sia g un’assegnata funzione di L?*(L,0), z € RN+! ed R> 0 
siano fissati. Per ogni insieme misurabile E C RN+!, indichiamo con x£ la sua 
funzione caratteristica. Definiamo allora 


Yo = 9XBr(2)) = 9h = 9XB,xp(2)\8,x-1p(2)» Per k E N (2.5) 
e poniamo d = 1/(2c?cz), dove ci e c2 sono le constanti che compaiono nelle formule 
(1.2) e (1.3). Per il Teorema 2.6 si ha 
x 
IlTagollcacanza) < IlTagollzeem+:) < cllglizzanza) < cR?|lglizza (1,9) (2.6) 


Consideriamo ora gx(2), dove & € Ne z € NNB;r(z). Per prima cosa osserviamo 
che, se (€ € Baxr(2)\Bx-1R(z), si ha 


27*R R ui w n 4 
< | oali <a (lt ozl+|emtozi) <a (602 +68), 
quindi 
24-1R 
02|> — c$R > a"R, 2.7 
cto=1> $R> 7 27) 
Di conseguenza 
i (4c10,)9+270 ; k p\2=(@44a 
[nds maerra lg(O)]d6 < c'Ilglizra sa) (2°R) ? ; 
(24R)2+272 Ja (ANA net 
e, integrando, 
(et? à 
IITagellzaanzsa) £ e IgllzrA(£, mR? (25) i, 


ove c' è una costante positiva che dipende solo da p, dalla dimensione dello spazio 
N e dalle costanti c; e cr. Da questa disuguaglianza e dalla (2.6) otteniamo 


1 na CS ( egdd=(042) \} 
x ITagllzatansza) S 4? Igllza wo (4 YO (250°) i 
(68)? =; 


Questo conclude la prova del Lemma, in quanto la serie al secondo membro è con- 


vergente ed inoltre o = È. 
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LEMMA 2.9 Siano O un aperto di RN+!, p €]l,c0[ e A € [0,Q + 2). Fissati w € 
Aa € [0,0 +2[,8 €]0,0.+2[e0>0 definiamo per ogni g € LP*(L,Q) 
Tig(z “ J (6) d 
{ceo:lctozzolw-10211} ICT! 0 2||9+272 ; 
_ 1) 9(6) 
{cea:lctoz]|<ollw-t0z]|} e o 2||9+2-# 
Allora, se \+ pa < Q+2, esiste c= c(p,A, a, o) > 0 tale che 


Tgg(z) di. 


e patA=(0+2) 
Tg) < egli oz. 


Inoltre, se A+ pB > Q+2, esiste c= c(p,A,f, o) > 0 tale che 


PB+A-(9+2) 
1 3 4 


; IT89(A)] < calza glie? 0 zll 


DIMOSTRAZIONE La prima affermazione segue immediatamente dalla seguente 
disuguaglianza: E 


Tg <Y Mo) 


(c.so) 
mir ones $ 
k=1 lie IC è 2|]9+2-a 


ta”) 
= lg(6)|d6 < 
k=1 (Gar tozl AMBake out 02] (£ 
“- a4i-(0+2) «È. atA-(9+2) \ È 
collera olio 0 23 YO (29988). 
k=1 


La seconda si ottiene analogamente, integrando sugli insiemi 


fc € 2:27*o]|wm 0 2 < || oz] < 2 Fawn! 0 z|}. 


DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2.1 Sia I la soluzione fondamentale dell’opera- 
tore 


lo=Y8.+Y. 


j=1 
Se u € C6°(RN+), allora 


u(z)=— Jo Pie o z)Lu(C)dC, dx;u(z) = 1a F;(67 o pi 3 
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per ogni z € AQ e j = 1,...,mo. Se invece u € SPA(L,RN+), allora u € 
S?(L,RN+!), ed essendo le funzioni I e T; omogenee di grado —Q-e —(Q + 1) 
rispettivamente, un ragionamento di densità ed il Teorema 2.6 mostrano che (2.8) 
vale ugualmente. Pertanto le affermazioni (1) e (3) del Teorema seguono immedia- 
tamente dal Lemma 2.8. 

Consideriamo ora l’asserto (2). Per il Teorema 2.5 esiste M > 0 tale che 


la) = (tw) < ft 02) TC! o w)] ILu(0)I di < 
J fran LLu(6)} di + 


ic=10z}}>.M]2towl] 17 


nh di 
J iaia |eFe 7 Hanalianoi 


a TRENTA] ILu(6)| dé. 


Se ora applichiamo il Lemma 2.9 nell’ultima espressione, scegliendo a = 1 e o = 
nel primo integrale, 8 = 2 e 0 = Mc; nel secondo, 8 = 2e0o = c2(1+M) nell'ultimo, 
resta dimostrato il punto (2). 

La prova di (4) si ottiene come quella di (2) scegliendo a=0e 8 = 1. 


Da 


3 Integrali singolari negli spazi di Morrey 


In questo paragrafo definiamo gli spazi BMO, e VMOz, e proviamo il principale 
risultato riguardo agli integrali singolari ed ai commutatori negli spazi di Morrey. 
Per ogni u € LI (RN+!) poniamo 


ti=af un= fu 


Possiamo ora definire gli spazi di funzioni BMO, e VMOr naturalmente associati 
alle strutture di gruppo della Definizione 1.1. 


DEFINIZIONE 3.1 Per ogni funzione u € LI (RN!) poniamo 


ul. = sup f lu(2) — usldz;  nu(r) =supf |u(z) — us|dz. 
B JB esr JBo 


Definiamo quindi 
BMOL(RN#1) = fue L(RN4) : [ul < +00), 
VMOL(R"41) = fu e BMOL(R"#) : limn,(r) = 0}. 
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Per gli spazi BMOr vale un teorema di tipo John-Nirenberg (cfr. [2]). 


PROPOSIZIONE 3.2 Per ogni p €]l, co[ esiste una costante posîtiva cp tale che 


(£ bai= usPd:)” <crlfull, 


per ogni u € BMOr(RN#!). 


Il risultato principale del presente paragrafo è costituito dal seguente Teorema, 
che estende agli spazi di Morrey il Teorema 3.1 di [1]. 


TEOREMA 3.3 Siano p €]1, c0[, A €]0, Q+2[ due costanti fissate, a € BMO,(RN#1). 
Poniamo per ogni g € L?*(L,RN+1) e per i,j= 1,...,mo, 


T;;g(2) = lim Ti;(2567! 0 2)g(6) de, 


30 J{lc-toz||>e 


Cisla,g]() =tim f | Pu(ei 0"! 0 2)la(2) — e(0)]9(0) 


240 J|lc-tozl|>e 


Allora T;;g, Ci;[a,g] € L?*(L, RN+!) ed esiste una costante positiva c che dipende 
da p, da ) e dall’operatore, tale che 


[IZiagllza RN) < cllgllzraa,Rr4); [Ci;[e, glilzrxgr4) < clall.Ilglizeag,gn+1). 


DIMOSTRAZIONE Siano 2 € RN+! ed R > 0 fissati. Indichiamo con go, gi; -. + ;9k,... 
le stesse funzioni definite in (2.5) e poniamo é = 1/(2c2c:). Dal Teorema 3.1 di [1] 
si ottiene immediatamente 


EI 
Tisgollzr (843) = Ti.;golleen4i) = c|lgllz»(sr(2) < ch? Ilgllzra,rn+)) - (3.1) 


Consideriamo ora gx(z), con & € N e z € Bsr(z). Osserviamo preliminarmente 
che esiste © > 0 tale che 


IPi(a 102) < FI 0 2042 (3.2) 
(cfr. [14], Corollario 2.2). Inoltre, come già visto in (2.7), ||(-1 o z|| > = 24 R per 
ogni ( € Bxxr(z)\Bx-1r(Z), quindi 
c 
Tsgx(a)]< f Tra lalole < 
dia {ax-1rg|a-1oc|<24R} IIC! 0 2||0+ cu 
c(4c1c2)9+? Pc. ” 


"E poss. lg(6)1d6 < c'Ilglizer,rx+)(24R) 
(24 R)Q+2 di rlA) siiacilià 
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da cui segue, integrando, 
PI A-(Q+2) 
Zig] (8:20) < c"R? Iglizrac,ar+)(2%) ca: 


con c” costante positiva che dipende solo da p, dalla dimensione dello spazio N e 
dalle costanti ci e cz. Da questa disuguaglianza e dalla (3.1) si ottiene 


1 È ; 2 A-(Q+2) \ È 
ENI ITisgllzo(852) < d>|lgllzrAgRn+) (4 c' $; (2 dà ) ) ’ 
(6h)? k=1 


da cui segue immediatamente la prova del primo asserto, essendo la serie al secondo 
membro convergente. 
Consideriamo ora il commutatore: come prima, dal Teorema 3.1 di [1] si ottiene 


[Cila, 9ollz>(8,x) È < cR? la]l. lgllzeaggm+) . (3.4) 
Per ogni k € N si ha poi, per le (3.2), (2.7) e la disuguaglianza di Minkowski 


[C:10, 94 ]lLe (5521) £ 
1A da 1rg|a-t0cl<2*R} [167 ta z||e+? 
è 1 
c(4c1c2)2+? J J, P 
“(a pia” la(2) — a(O)Ila(6)|dC| dz} < 
(25R)042 \J5sr() |/Bxg) i 


Ae /. 0 (fl opa)” 


2°R 
Per la Proposizione 3.2 risulta 


CARO E a(0)Pde) S iu la(2) — cmd) + 


( tota = a(0)Pd=) < Galle+ litnsgpni — 00 
6R 


1 


P_\b 
&) < 


la(2) — a(0)Ilg(0)]de 


e, di conseguenza, 


|C 


‘l0, gelllzx (8,210) £ 
282 (Nap. f 
——_- | [[a]l 
(24 R)2+2 B,xp(2) 


29 
c'Rr Iglizeax(c,rm44) all. + ({ 


n Ig(6)] |85r(2) n 01) < 


(2) 


lO + f, 


2kKR 
1 


' » A-(9Q+2) 
0) cano) (2°) 8, 


(3.5) 


ASA 
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dove p' = Cu 


E. Utilizzando ancora la Proposizione 3.2 si ottiene 


6 
3 di 
(£ A la(6) 5;r(2)| «) < cpllall. È 8, 2(3) B;r(3)|. (3.6) 
Bk pl? 


Osserviamo ora che per ogni M > 0 esiste una costante positiva c(M) tale che 
las, — a8,| £ c(M)I[all. 
per ogni 0 > 0; di conseguenza si ha 


l258,.2(4) — 28452) < Ecsllalle, 


dove cs dipende solo da d. Questa disuguaglianza, la (3.5) e la (3.6) forniscono la 
seguente stima 


m pi A-(9+2) 
ICW) £ Lt all-Hollzea(z8n4)k(28) Bo |; 


che, insieme alla (3.4), permette di concludere la dimostrazione del Teorema 3.3, 
procedendo esattamente come nella prova del primo asserto. 


Nel seguito faremo uso della seguente versione “locale” del Teorema 3.3, la cui 
prova è sostanzialmente identica a quella del Teorema 2.11 di [4] e pertanto non 
viene riportata. 


TEOREMA 3.4 Siano p €]1, co[, A €]0, Q+2[ due costanti fissate, a € BMOr(RN+!) 
ed Q un aperto di RN+!. Poniamo per ogni g € IPM(L,Q),z E Ne per i,j = 
IL, -..) Mo, 


E+0 


“a = li Lol gn È lo) di 
Ti;g(2) =lim inizala Pis(a; 6! 02)9(0) dl, 


C:;la,g]() =lim [ RARORE Pi;(e10"! 0 a)la(2) — a(0)lo(0) de. 


e+0 


Allora T;;g, Ci;[a,g] € LP)(L,O) ed esiste. una costante positiva c che dipende da p, 
da X e dall’operatore, tale che 


IZygllza (1,9) < cilglizeA(,9); [Ci;la, gilera S chall.Ilgllzei go) 


Dimostriamo ora un risultato di densità per lo spazio VMOr che estende un 
teorema di Sarason e che sembra noto in letteratura (cfr. [1]). Ne riportiamo la 
prova per comodità del lettore. 


LEMMA 3.5 Sia f € VMOr. Allora, per ogni 6 > 0 esiste g € C°(RN#) tale che 
If — gli. < 6. 
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Come corollario del Teorema 3.3 e del Lemma 3.5 otteniamo il seguente risultato, 
che non dimostriamo, in quanto la sua prova segue esattamente le stesse linee di 
quella del Teorema 2.13 di [4]. 


TEOREMA 3.6 Siano assegnate una funzione a € VMOL(RN+!), e due costanti 
reali p,\, tali che p €]l, co[ e A €]0,Q+2[. Allora, per ogni e > 0 esiste r > 0, che 
dipende da p, da X e dall’operatore, tale che, se g € L?*(L,RN+!) eg=0 fuori da 
B, risulta 

Ci;[a, g]ilzraa,r»+:) £ cllglizra gt); 


per i,j= l,..., mo. 


Per dimostrare il Lemma 3.5 definiamo, per ogni z € RV#! ed r > 0, 


Q,(2) = {c eRVH: (2 (3) 3) (27100) € (1, iper 


Notiamo che, per ogni f € Li (RN+!), 2 € RNH#! ed r > 0, si ha 
B,(2) C Q,(2) C Ber(z), (3.7) 


dove 0 = ||(1,... ,1)||. Di conseguenza, la norma BMO, (ed il modulo di continuità 
VMOr) definita in termini delle palle B-(2) è equivalente a quella definita in termini 
dei cubi Q,(z). Infatti 


I 
fr z < ea, È NR _ (2 + (2) — eta < 
... |f So I mis(2,(2)) La If = fe ( )l \fs (2) fe ( Jl 


2 mis(B,(z)) 
MISTONEI lf=fagl Sa 
MISCO) Jos! 1819! S 2 iSCO (AI 
e silla = 5N#. Questo prova che la norma ||f||. (definita con i cubi Q,) è 
minore di “%#||f||. (definita in termini delle palle B,). La disuguaglianza opposta 
si ottiene sostituendo 2,(2) con Ber(z) e B,(z) con 2;(z). 


DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 3.5 Per ogni r > 0 consideriamo la famiglia 


If fe.(a)l 


Fr=fO.(ela (D(r);r?) 2 € 2741} . 


Osserviamo che 7, è una partizione di RV+!, come si può constatare con una verifica 
diretta; risulta così ben definita la funzione h,(w) = fo,(a; dove Q(2) è l’unico 
cubo di 7, che contiene w. 

Il nostro primo obbiettivo è una stima dell’oscillazione di A, in una palla Bgr(C). 
Osserviamo che esiste una costante M > 1, che dipende solo dalla matrice B e dalle 
costanti ci, 2,9 che compaiono in (1.2), (1.3), (3.7), tale che 


ce d;(2), C'E Q(w), Ct oc'<0r >» 2;(w)C Qmr(2). (3.8) 
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Per ogni (’ € Be,(C), siano 2Q,(2), Q-(w) i cubi di F, tali che ( € Q,(z)el' E Q,(w). 
| Dalla (3.8) si deduce allora 


lar (6) —hr(0)1 S Iforta = font l+ fon) — fortu)l < 294: a If- fomal. 
Mr\z 
Pertanto, ricordando che n; indica il modulo VMO, di f, si ottiene 
osco,(e)tr < 4M®+?n;(Mr). (3.9) 


Vogliamo ora provare che h, € BMOr. Sia 2, un arbitrario cubo di RN+!, Se 
Q<r, allora 


} oa fsh TÀ If — fa. +osco,hr < (1+4M®#2) n;(Mr), 


se invece 0 > r, consideriamo l’insieme 


F(2)={QEF:QNQ,#0). 
Allora 


2 
f, Mb hal<2f 11h < Ti D [W-sd< 


QEF-(Qo) 
92 0eF:(0,) mis(Q) 5 
mis(Q,) bi 
Poiché per ogni Q,(2) € F-(20), 2-(2) C Qo(2), a causa della (3.8) (con ( = (' € 
Q02,(2)) si ha che Q,(2) è contenuto in Quo. Inoltre i cubi di F, sono disgiunti, 
quindi L0€5(9,) mis(Q) < M°+?mis(Q,). In entrambi i casi troviamo che 


If — hell < Mny(Mr), 


dove M dipende solo da M e da Q. Dunque kh, € BMOr. 


Sia ora r > 0 tale che 
b) 
Li hel. < È (3.10) 


e sia, (hr). il mollificato di h, definito in (2.4). Evidentemente (hr), appartiene a 
C°(RN+1) e, se € è sufficientemente piccolo, il supporto della funzione #(D(e7!)(z0 
(-)!)) è contenuto in B,(2). Di conseguenza |(Ax).(2) — Ar(2)| < M7n;(Mr) per 
ogni 2 € RN+! e quindi 

9 

| (hr), ca helle < Dl 


Questo mostra che la funzione g = (hr). appartiene allo spazio BMOr e, insieme 
alla (3.10), completa la prova del Lemma 3.5. 
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4 Dimostrazione dei Teoremi 1.5 ed 1.6 


Richiamiamo una formula di rappresentazione integrale per le derivate seconde di 
funzioni regolari dimostrato in [1], Teorema 2.4. 


TEOREMA 4.1 Se v € CE(RN#), i,j=1,...,mo, allora 


Osiziv(#) = =Lu(a) [._ T;(2:C)ui(0) do — 


Ich=1 
mo (4.1) 
lim Pi;(z; 23 o z) *,; (ank(2) 7 Qh,k(C)) Arne v(6) La 10) di 
40 Jjc-toz[|>e h,k=1 
dove v; è l’i—esima componente della normale esterna alla superficie {||C|= 1}. 


In questo paragrafo faremo uso delle seguenti notazioni semplificate: 


mo 
[Dullzra = 3, ax; ullzra a) 
j=1 


mo 
Pla = L Nata: 


i,k=1 


Iniziamo con una versione locale del Teorema 1.5. 


TEOREMA 4.2 Siano u € C$°(B.(w)),p> 1 e A € [0,0+2[. Esistono due costanti 
positive c ed ro, che dipendono solo da p,A e dall’operatore, tali che, se r €]0, ro], 
risulta 


Irellsr.a(2,5,(0)) <ec [[Zu]lzn3(£,8,(0)) ; 


DIMOSTRAZIONE La stima di ||D°u||zs(r,8,(u)» è Una diretta conseguenza dei 
Teoremi 4.1, 3.4 e 3.6. La stima di ||Yu]lz».a(L,5-(v)) gue subito da quest’ultima, 
dal momento che risulta 


mo” 
Yu= Lu— x Qi,jPri,c;U; 
i.j=1 
per le altre derivate è sufficiente utilizzare il Teorema 2.1. 


Dimostriamo ora un risultato di interpolazione. 


LEMMA 4.3 Sia u € SPA(L,RN+), con p €jl, co[ e A € [0,0 +2[. Per ognie > 0 
esiste una costante positiva C., che dipende solo da p e da À, tale che 


[Dullzsa (gt) sÉ Dil ary) + Ce lullzza Ret) 7 


pet 3=1,... Mo. 
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DIMOSTRAZIONE Osserviamo innanzitutto che se 7 € W?P(R”°) (lo spazio di 
Sobolev ordinario), allora 


ID] L8.) <e [|D dle he Ce lzlz(4.) ’ (4.2) 


per ogni T € R”° (qui B,(è) la palla euclidea di centro 7 e raggio g, si veda ad 
esempio il Teorema 7.28 di [8]), per una opportuna costante C. che dipende da £ 
ed mo, ma non da g, come si vede con un semplice ragionamento di omogeneità. 

Consideriamo ora una funzione u € SPA(L,RN#1) e siano w € RNH,r > 0 
fissati. Evidentemente u € SP(L, RN+!), per quasi ogni 7 € RN+!-mo Ja funzione 
u = u(-,Y) appartiene W?P(R”©) e l’insieme {z ER" : (2,7) € B,(w)} è una palla 
euclidea di R”°. Integrando in 7, dalla (4.2) si ottiene pertanto 


IDullzx(5,() se ID?ull.x(8t) + Ce Ilullze(3,()) 


e con questo si conclude la prova del Lemma 4.3. 


DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.5 Ci limitiamo a considerare il caso în cui Q 
è una sfera B,(w) ed N' = B,/2(w), con r €]0, ro], ed ro è la stessa costante che 
compare nell’enunciato del Teorema 4.2. Il risultato generale segue da questo e da 
un elementare ragionamento di compattezza. 

Proviamo dapprima la disuguaglianza (1.4) dell’asserto, supponendo di sapere 
che u E Ot, 9), questa ulteriore ipotesi verrà rimossa nel seguito. Introduciamo 
alcune notazioni e procediamo come nella prova del Teorema 9.11 in [8]. Per ogni 
o € [3, 1[, poniamo o' = 142 e scegliamo una funzione p € C°(R) tale che 


g(t)=1per0<t<ro, g(t)=0pert>ro' 


e tale che 


k 


k 
' < " Pr 
Ig'| _ lp I —_ r?(1 = o)?° 


r(1-0)° 
per una opportuna costante positiva £, indipendenta da r e da o. Poniamo quindi 
n(2) = g (Ilw! 0 2) (4.3) 


e consideriamo la funzione nu prolungata col valore 0 fuori da Q. Applicando il 


Lemma 4.3, con e = é(1— 0)r/k, otteniamo 


sup (1-0)r||Dullzsa(L,8,(u) < 29 sup (1-0 Y?r2|D2ullzrA(L,8,o(u) + 
1<o<1 i<o<1 


Csllullz»a(z,8-(u) 
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per ogni d €]0, 1/2], dove la costante C{ dipende solo da r e da k. D'altra parte, 
poiché nu € S?(L, RN+!), il Teorema 4.2 e l’Osservazione 2.7 forniscono la.seguente 
stima 


(1-0)?r |D"ullzea tz, svetu) SEA 07° LUllana 2,0, (0) + 
kK(1— 0)r||Du]|z»A(z,8,_:(w) + Ellullzna(z,8,(u)). 
Dalle ultime due disuguaglianze otteniamo 


(1 - o)°r?|D?u]zrA(£,8,5(v) <2kd SUD (1 _ 0')°r?|D°u]znA(£,8,,.(v) + 
3 <0'<1 


C8 (Ilullzea(c,8-(w) + NL]|zrA(£,8,(0))) » 


dove C} è una costante che dipende solo da d, &,r e dall’operatore. Da questa dise- 
quazione si ottiene immediatamente la prima delle stime (1.4) (con ||u]|z»A(L,8-(w)) 
invece di Lul L»(8,(w))). La seconda segue direttamente, dal momento che Yu = 
Lu-Y7% ser LijOz at 

Eliminiamo ora l’ipotesi aggiuntiva u € SP:(L,9), per mezzo delle stesse tec- 
i. introdotte nella prova del Teorema 4.2 di [4]. Il primo passo è la prova che 

E Shel, O). 

Indichiamo v = mU, Vz;zg = ds; 0) per J,k = 1,...,mo. Osserviamo che, 
essendo u una soluzione forte di Lu = f, allora v € 5S9(L, RN+!), per un certo q > 1 
quindi, per il Teorema 4.1 (e per l'Ossenvazione 2.1); 


Uzat; (2)= sE Ci; (an, kVrh, sul (2) — (4.4) 


h,k=1 
per î,j= 1,... ,mMo, dove 
hi,;(2) = Ti;Lo(z) + ci;(2)Lv(2), 
e c;,; sono funzioni limitate. 


Poiché S°(L, RN+!) = S°(L, RN+!), dal Teorema 2.1 otteniamo che Lv € 


L°(RN+!), dove abbiamo posto g' = min {Ke p} e quindi, per il Teorema 3.1 di 


[1], anche hi,j € L(RN+!). Definiamo per ogni funzione w € [LP""(L,B, Lea e 
per î,j=1,... ,mMo 


mo 
(Tw)i;(:)=— DO Cis lonktwna](2) — hi(2). 
h,k=1 
Scegliendo eventualmente r più piccolo ed utilizzando i Teoremi 3.1 e 3.2 di [1] 


troviamo che l’operatore T è una contrazione di [L"( B )] MoXMo e quindi ha un 
unico punto fisso ©. 
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D'altra parte, a causa della (4.4), (Vei12,)i jet. è anche punto fisso di T' in 
[L*(B,)]"°*"°. Per l'unicità del punto fisso la funzione (02:23); jet mo 2Ppartiene 
quindi a [L?"(B,)] "Xe. 

Se g' = p otteniamo u € Sfe(L,9), altrimenti dobbiamo ripetere questo ragio- 
namento un numero finito di volte. 

Mostriamo ora che u € gn (L,9), procedendo come nella prova del Teorema 
3.3 di [6]. Per prima cosa applichiamo il Corollario 2.3, con 4 = 0, ed otteniamo che 
Lv € L?*(L,RN#1), dove \' = min{A, p}. Ragionando come sopra ed applicando i 
Teoremi 3.4 e 3.6 troviamo che, se r è sufficientemente piccolo, l'operatore T' è una 
contrazione anche per lo spazio [LPA"( LB, 

Se ora )' = X la prova del Teorema è terminata, altrimenti si applica di nuovo: 
il Corollario 2.3 e si conclude ripetendo il ragionamento un numero finito di volte. 

Osserviamo che dal Corollario 2.3 e dal Teorema 4.2 segue 


Pllzen+o(1 N41) < Ellollsew(z,Rn41) < kellullzew(z,R»+1), 
per ogni x > 0, quindi si dimostra che (1.4) vale effettivamente con la norma 
Ilul|z»(3,(v)); come enunciato nel Teorema 1.5. 


DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.6 Segue immediatamente dai Teoremi 1.5 e 
dl: 
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